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Resumen. En 1974 el Profesor R. W. FitzGerald definió los continuos tipo
θ y θn. (Un continuo X es un continuo tipo θ (tipo θn, para algún número
natural n) si para cada subcontinuo K de X , resulta que X \K sólo tiene un
número finito de componentes (X \K tiene a lo más n componentes).) Los
profesores E. E. Grace y E. J. Vought continuaron el estudio de estas clases
de continuos, cuando tales continuos admiten una descomposición monótona
semicontinua superiormente cuyo cociente es una gráfica. El objetivo de este
trabajo es presentar algunas de las propiedades de los continuos tipo θ y θn,
principalmente cuando la descomposición mencionada anteriormente es con-
tinua [14].
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On Type θ and θn continua

Abstract. In 1974 Professor R. W. FitzGerald defined type θ and θn con-
tinua. (A continuum X is of type θ (type θn, for some positive integer n)
if for each subcontinuum K of X , we have that X \ K has only a finite
number of components (X \ K has at most n components).) Professors E.
E. Grace and E. J. Vought continued the study of these clases of continua,
when such continua admit an upper semicontinuous monotone decomposition
whose quotient space is a graph. The purpose of this work is to present some
of the properties of type θ and θn continua, mainly when the decomposition
is continuous [14].
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28 S. Macías

1. Introducción

El Profesor R. W. FitzGerald definió los continuos tipo θ y θn en [4]. Los profesores E.
E. Grace y E. J. Vought continuaron su estudio, cuando tales continuos admiten una
descomposición monótona semicontinua superiormente cuyo cociente es una gráfica ( [5],
[6], [7], [8], [21] y [22]). El propósito de este artículo es presentar algunas de las propieda-
des de los continuos tipo θ y θn, principalmente cuando la descomposición mencionada
anteriormente es continua.

El artículo consta de seis secciones. Después de esta introducción y de la sección de
definiciones, en la tercera sección enunciamos los principales resultados sobre continuos
tipo θ (θn) obtenidos en el pasado. En la cuarta sección presentamos algunos resultados
sobre la función T del profesor Jones que serán de utilidad posteriormente. En la quinta
sección damos los resultados sobre los continuos tipo θ continuamente del tipo A′; en
particular, probamos que para que un continuo X de tipo θ del tipo A sea continuamente
del tipo A′ es necesario y suficiente que la función TX sea continua. Además, mostramos
que si X es un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, entonces X es un continuo
tipo θn, para algún número natural n. En la sexta sección, nos concentramos en los
hiperespacios de los continuos tipo θ continuamente del tipo A′, demostramos que el
n-ésimo producto simétrico de un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, para el cual
todos los elementos de la descomposición son no degenerados, es un subconjunto Z tanto
del hiperespacio de subconjuntos cerrados del continuo como del n-ésimo hiperespacio
del continuo. También se prueba que si X es un continuo continuamente irreducible, que
no es un arco, entonces su hiperespacio de subcontinuos es localmente una 2-celda en la
cima.

2. Definiciones

Sean Z un espacio métrico y A un subconjunto de Z. Entonces IntZ(A) y ClZ(A) denotan
el interior y la cerradura de A en Z.

Dado un espacio métrico Z, P(Z) representa al conjunto potencia (o conjunto de partes)
de Z. Una descomposición de Z es una familia G de subconjuntos no vacíos y mutuamente
disyuntos de Z tal que Z =

⋃
G. Diremos que G es semicontinua superiormente si la

función cociente q : Z →→ Z/G es cerrada. La descomposición es continua si la función
cociente es tanto abierta como cerrada. Para mayor información, se puede consultar la
segunda sección del primer capítulo de [10].

Sea Y un espacio métrico. Decimos que un subconjunto cerrado A de Y es un subconjunto

Z de Y si para cada ε > 0, existe una función continua f : Y → Y \A tal que d(y, f(y)) <
ε, para toda y ∈ Y .

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. Un continuo X es descomponible

si existen dos subcontinuos propios A y B de X tales que X = A∪B. Diremos que X es
hereditariamente descomponible siempre que todos sus subcontinuos no degenerados sean
descomponibles. El continuo X es indescomponible si no es descomponible. Un continuo
es débilmente irreducible siempre que el complemento de la unión de una familia finita
de subcontinuos sólo tenga un número finito de componentes [1]. Un subcontinuo Y de
un continuo X es terminal si para todo subcontinuo K de X tal que Y ∩K �= ∅, se tiene
que Y ⊂ K o K ⊂ Y .
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Sobre los continuos tipo θ y θn 29

Una gráfica es un continuo que se puede escribir como una unión finita de arcos tales que
su intersección es vacía o sólo se intersecan en uno o en ambos puntos extremos.

Un subconjunto A de un continuo X es denso en ninguna parte si IntX(ClX(A)) = ∅.

Decimos que un continuo X es tipo θ si para todo subcontinuo K de X , se tiene que
X \K sólo tiene un número finito de componentes. Dado un número natural n, decimos
que X es tipo θn si para todo subcontinuo K de X , resulta que X \K tiene a lo más n
componentes.

Siguiendo al profesor Vought [21], diremos que un continuo X tipo θ (tipo θn) es del
tipo A si X admite una descomposición monótona semicontinua superiormente D cuyo
espacio cociente es una gráfica; y es del tipo A′ si es del tipo A y, además, los elementos
de la descomposición D tienen interior vacío. Un continuo tipo θ (θn) del tipo A′ para el
cual la descomposición D es continua, se llamará continuo tipo θ (θn) continuamente del

tipo A′.

Un continuo X es irreducible si existen dos puntos p y q de X tales que para ningún
subcontinuo propio Y de X se tiene que {p, q} ⊂ Y . Todo continuo irreducible es débil-
mente irreducible [10, 1.7.29]. Un continuo X es tipo λ si X es irreducible y admite una
descomposición semicontinua superiormente G en subcontinuos densos en ninguna parte
tal que X/G es un arco. Siguiendo a los profesores Mohler y Oversteegen [18], decimos
que un continuo X de tipo λ para la cual la descomposición G es continua es un continuo

continuamente irreducible. Se sigue de [20, Theorem 1] que todo continuo irreducible es
un continuo tipo θ2. De donde, todo continuo continuamente irreducible es un continuo
tipo θ2 continuamente del tipo A′.

Si X es un continuo, entonces consideraremos los siguientes hiperespacios de X :

2X = {A ⊂ X | A es cerrado y no vacío};

Cn(X) = {A ∈ 2X | A tiene a lo más n componentes}

y
Fn(X) = {A ∈ 2X | A tiene a lo más n puntos}.

A 2X se le conoce como el hiperespacio de subconjuntos cerrados de X . A Cn(X) se le llama
el n-ésimo hiperespacio de X . Cuando n = 1, C1(X) es el hiperespacio de subcontinuos de

X . A Fn(X) se le conoce como el n-ésimo producto simétrico de X . A 2X se le puede dar
la topología de Vietoris [19, (0.11)] o la topología inducida por la métrica de Hausdorff,
H [19, (0.1)]. Una base para la topología de Vietoris está dada por:

B = {�U1, . . . , Um� | U1, . . . , Um son subconjuntos abiertos de X},

donde:

�U1, . . . , Um� = {A ∈ 2X | A ⊂ ∪m
j=1Uj y A ∩ Uj �= ∅, para toda j ∈ {1, . . . ,m}}.

Para simplificar notación, �U1, . . . , Um�n denota la intersección del conjunto abierto
�U1, . . . , Um�, de la topología de Vietoris, con Cn(X). Sean X y Y continuos. Si f : X → Y
es una función continua, entonces definimos las funciones inducidas 2f : 2X → 2Y y
Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y ) como 2f (A) = f(A) y Cn(f)(A) = f(A), respectivamente. Note-
mos que 2f y Cn(f) son funciones continuas [10, 1.8.22 y 1.8.23]. Más información sobre
hiperespacios se encuentra en [10, 11].
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30 S. Macías

Dado un continuo X , una función de Whitney para C1(X) es una función continua
µ : C1(X) →→ [0, 1] tal que µ(X) = 1, µ({x}) = 0, para toda x ∈ X , y si A y B son
dos elementos de C1(X) tales que A � B, entonces µ(A) < µ(B).

Si X es un continuo entonces C1(X) es localmente una 2-celda en la cima si existe una
2-celda E en C1(X) tal que X ∈ IntC1(X)(E).

Dado un continuo X , definimos la función T : P(X) → P(X) del profesor F. Burton
Jones como sigue: Si A es un subconjunto de X , entonces

T (A) = X \ {x ∈ X | existe un subcontinuo W de X tal que

x ∈ IntX(W ) ⊂ W ⊂ X \A}.

Escribiremos TX cuando necesitemos referirnos al continuo X con el cual estamos tra-
bajando. Observemos que T (A) siempre es un subconjunto cerrado de X . Un continuo
X es T -simétrico si para cualesquiera dos subconjuntos cerrados A y B de X , se tiene
que A ∩ T (B) = ∅ si y sólo si T (A) ∩ B = ∅. Diremos que X es puntualmente T -

simétrico siempre que dados dos puntos p y q de X , se tenga que q ∈ T ({p}) si y sólo si
p ∈ T ({q}). Además, X es T -aditivo si T (A∪B) = T (A)∪ T (B), para cualesquiera dos
subconjuntos cerrados A y B de X . Decimos que T es idempotente en el continuo X si
T (T (A)) = T (A) para todo subconjunto A de X . Más información sobre la función T
se encuentra en el tercer capítulo de [10]. Notemos que T |2X : 2X → 2X ; de esta forma
podemos preguntarnos cuándo T |2X es continua. Diremos que X es un continuo para el
cual la función T es continua si T |2X es una función continua.

Un continuo X es aposindético si T ({x}) = {x} para toda x ∈ X .

3. Primeros resultados

Aquí enunciaremos los principales resultados sobre continuos tipo θ (θn) obtenidos en el
pasado.

Una demostración del siguiente resultado se encuentra en [4, Theorem 3.4]

Teorema 3.1. Sea X un continuo. Entonces X es un continuo tipo θ si y sólo si X es

débilmente irreducible.

El resultado que presentamos a continuación nos da una condición suficiente para que
un continuo tipo θ sea del tipo A′; una demostración se encuentra en [4, Theorem 6.2].

Teorema 3.2. Sea X un continuo tipo θ. Si k es un número natural tal que T k({x}) =
T k+1({x}), para toda x ∈ X, entonces X admite una descomposición D = {T k({x}) | x ∈
X} tal que D es la única descomposición minimal con respecto a ser monótona, semi-

continua superiormente y teniendo como espacio cociente, X/D, una gráfica.

El siguiente teorema nos dice que en la clase de los continuos localmente conexos, todo
continuo tipo θ es de θn para algún número natural n; una prueba se localiza en [4,
Corollary 4.8].

Teorema 3.3. Si X es un continuo localmente conexo de tipo θ, entonces X es de tipo

θn, para algún número natural n.
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Sobre los continuos tipo θ y θn 31

Como las gráficas son continuos localmente conexos, obtenemos:

Corolario 3.4. Si D es una gráfica, entonces existe un número natural n tal que D es un

continuo tipo θn.

Uno podría pensar que el Teorema 3.3 es cierto para todos los continuos tipo θ; la
profesora Jo Heath [9] construyó un continuo tipo θ que no es tipo θn para ningún
número natural n.

El siguiente resultado da una caracterización para que los continuos tipo θn sean del tipo
A′; una demostración se puede encontrar en [6, Theorem 2].

Teorema 3.5. Sean n un número natural y X un continuo tipo θn. Entonces X es del

tipo A′ si y sólo si IntX(T (H)) = ∅, para cada subcontinuo H de X con interior vacío.

Más aún, la descomposción, D, está dada por D = {T 2n({x}) | x ∈ X}.

El teorema que ofrecemos a continuación nos dice que los continuos tipo θ tienen
propiedades parecidas a las de las gráficas; una prueba de él se encuentra en [4, Theorem
5.1].

Teorema 3.6. Si X es un continuo tipo θ y G es una colección de subcontinuos mutua-

mente disyuntos, entonces X \G tiene a lo más dos componentes para todos los elementos

G ∈ G, salvo, posiblemente, un número finito de ellos.

4. La Función T de Jones

Aquí presentamos los resultados sobre la función T que serán útiles posteriormente.

Una función continua y suprayectiva entre continuos f : X →→ Y es monótona si para
cada y ∈ Y , f−1(y) es conexo.

Lema 4.1. Sean X y Y continuos, donde Y es aposindético. Si f : X →→ Y es una función

monótona entonces TX({x}) ⊂ f−1(f(x)), para toda x ∈ X.

Demostración. Sean x ∈ X y x′ ∈ X \ f−1(f(x)). Esto implica que f(x) �= f(x′). En
consecuencia, como Y es aposindético, existe un subcontinuo W de Y tal que f(x′) ∈
IntY (W ) ⊂ W ⊂ Y \ {f(x)}. De donde resulta que x′ ∈ f−1(f(x′)) ⊂ IntX(f−1(W )) ⊂
f−1(W ) ⊂ X \ f−1(f(x)) ⊂ X \ {x}. Como f es monótona, f−1(W ) es un subcontinuo
de X [10, 2.1.12]. De lo anterior se sigue que x′ ∈ X \ TX({x}). Por tanto, TX({x}) ⊂
f−1(f(x)). ����

Teorema 4.2. Si X es un continuo débilmente irreducible, entonces X es TX-simétrico.

Demostración. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X y supongamos que A ∩
TX(B) = ∅. Entonces para cada a ∈ A, existe un subcontinuo Wa de X tal que a ∈
IntX(Wa) ⊂ Wa ⊂ X \ B. Como A es compacto, existe un número finito de elementos,
a1, . . . , an de A tales que A ⊂

⋃n
j=1 IntX(Waj

) ⊂
⋃n

j=1 Waj
⊂ X \ B. Esto implica que

B ⊂ X \
(⋃n

j=1 Waj

)
⊂ X \

(⋃n
j=1 IntX(Waj

)
)
⊂ X \A.
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32 S. Macías

Sea b ∈ B. Como X es débilmente irreducible, X \
(⋃n

j=1 Waj

)
sólo tiene un número

finito de componentes, las cuales son subconjuntos abiertos de X . Sea C la componente

de X \
(⋃n

j=1 Waj

)
que tiene a b. Entonces b ∈ C ⊂ ClX(C) ⊂ X \

(⋃n
j=1 IntX(Waj

)
)
⊂

X \ A. En consecuencia, b ∈ X \ TX(A). De donde, B ∩ TX(A) = ∅. Por tanto, X es
TX -simétrico. ����

Teorema 4.3. Un continuo es T -simétrico si y sólo si es puntualmente T -simétrico y

T -aditivo.

Demostración. Sean X un continuo TX -simétrico y A y B dos subconjuntos cerrados
de X . De la definición, se tiene que TX(A) ∪ TX(B) ⊂ TX(A ∪ B). Sea x ∈ TX(A ∪ B).
Entonces {x}∩TX(A∪B) �= ∅. Como X es TX -simétrico, se tiene que TX({x})∩(A∪B) �=
∅. En consecuencia, resulta que TX({x}) ∩A �= ∅ o TX({x}) ∩B �= ∅. Otra vez, como X
es TX -simétrico, {x} ∩ TX(A) �= ∅ o {x} ∩ TX(B) �= ∅; i.e., x ∈ TX(A) o x ∈ TX(B). De
donde, x ∈ TX(A) ∪ TX(B). Por tanto, TX(A∪B) ⊂ TX(A) ∪ TX(B) y X es TX -aditivo.
Claramente, todo continuo TX -simétrico es puntualmente TX -simétrico.

Supongamos que X es puntualmente TX -simétrico y TX -aditivo. Sean A y B dos subcon-
juntos cerrados de X y supongamos que B ∩ TX(A) �= ∅. Sea x ∈ B ∩ TX(A). Entonces
x ∈ B y x ∈ TX(A). Si x ∈ A, entonces x ∈ A ∩ B ⊂ A ∩ TX(B), lo que implica
que A ∩ TX(B) �= ∅. Supongamos que x ∈ B \ A. Como X es TX -aditivo, se tiene que
TX(A) =

⋃
{TX({a}) | a ∈ A} [10, 3.1.46]. Así que existe a ∈ A tal que x ∈ TX({a}).

Como X es puntualmente TX -simétrico, resulta que a ∈ TX({x}). De donde, como x ∈ B,
a ∈ TX({x}) ⊂ TX(B). Por tanto, a ∈ A ∩ TX(B) y A ∩ TX(B) �= ∅. ����

Como consecuencia de los Teoremas 4.2 y 4.3, obtenemos que:

Corolario 4.4. Todo continuo débilmente irreducible es puntualmente T -simétrico y T -

aditivo.

Teorema 4.5. Todo continuo tipo θ es puntualmente T -simétrico y T -aditivo.

Demostración. Sea X un continuo. Si X es tipo θ, entonces X es débilmente irreducible,
por el Teorema 3.1. De donde, por el Corolario 4.4, se tiene que X es puntualmente
TX -simétrico y TX -aditivo. ����

El resultado que presentamos a continuación nos da una condición suficiente para que la
función T sea continua; una demostración de él está en [10, 3.2.2].

Teorema 4.6. Sean X y Y continuos, donde Y es localmente conexo. Si f : X →→ Y es

una función continua, suprayectiva, monótona y abierta tal que para cada subcontinuo K
de X, f(K) �= Y , entonces TX es continua.

Una prueba del siguiente resultado se encuentra en [12, Theorem 3.8].

Teorema 4.7. Sea X un continuo puntualmente TX -simétrico para el cual la función TX
es continua. Entonces

G = {TX({x}) | x ∈ X}
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Sobre los continuos tipo θ y θn 33

es una descomposición continua de X tal que X/G es un continuo localmente conexo

y TX
(
2X

)
es homeomorfo a 2X/G . Más aún, todos los elementos de G son densos en

ninguna parte en X y existe un subconjunto Gδ denso, W, de X/G tal que si q(x) ∈ W,

entonces TX({x}) es un continuo indescomponible, donde q : X →→ X/G es la función

cociente.

Con la T -aditividad se requiere “poco” para obtener la continuidad de la función T . Una
demostración de este hecho se encuentra en [3, Corollary 6.5]

Lema 4.8. Si X es un continuo T -additivo y T |F1(X) es continua, entonces T es con-

tinua.

Teorema 4.9. Si X es un continuo tipo θ1, entonces

TX(A) =
⋂

{W | W es un subcontinuo de X tal que A ⊂ IntX(W )},

para todo subconjunto A1 de X.

Demostración. Sean A un subconjunto de X y x ∈ X \ TX(A). Entonces existe un
subcontinuo W de X tal que x ∈ IntX(W ) ⊂ W ⊂ X \A. Como X es un continuo tipo
θ1, se tiene que X \ W es conexo y que A ⊂ X \ W ⊂ ClX(X \ W ) ⊂ X \ {x}. Esto
implica que x ∈ X \

⋂
{W | W es un subcontinuo de X tal que A ⊂ IntX(W )}.

Supongamos que x ∈ X \
⋂
{W | W es un subcontinuo de X tal que A ⊂ IntX(W )}.

Entonces existe un subcontinuo W de X tal que A ⊂ IntX(W ) ⊂ W ⊂ X \ {x}.
Como X es un continuo tipo θ1, resulta que X \ W es conexo y que x ∈ X \ W ⊂
ClX(X \ W ) ⊂ X \ A. De donde obtenemos que x ∈ X \ TX(A). Por tanto, TX(A) =⋂
{W | W es un subcontinuo de X tal que A ⊂ IntX(W )}. ����

5. Continuos tipo θ continuamente del tipo A′

Lema 5.1. Sean X un continuo tipo θ continuamente del tipo A′ y q : X →→ D la función

cociente, donde D es una gráfica. Si K es un subcontinuo propio de X, entonces q(K) �=
D.

Demostración. Sea K un subcontinuo propio de X . Si IntX(K) = ∅, entonces, como q
es una función abierta y D es una gráfica, q(K) es un subcontinuo degenerado de D. En
consecuencia, q(K) �= D.

Supongamos que IntX(K) �= ∅. Como X es un continuo tipo θ, X\K tiene sólo un número
finito de componentes, digamos C1, . . . , Cℓ. Notemos que para cada j ∈ {1, . . . , ℓ}, Cj es
un subconjunto abierto de X [10, 1.6.2]. En consecuencia, X = K ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cℓ. Esto
implica que D = q(X) = q(K ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cℓ) = q(K) ∪ q(C1) ∪ · · · ∪ q(Cℓ). Como q es
abierta, q(C1), . . . , q(Cℓ) son subconjuntos abiertos de D. Por tanto, q(K) �= D. ����

1La función KX : P(X) → P(X) del profesor F. Burton Jones se define como KX(A) =⋂
{W | W es un subcontinuo de X tal que A ⊂ IntX(W )}. Entonces este teorema nos dice que para

los continuos de tipo θ1, TX = KX
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34 S. Macías

Teorema 5.2. Sea X un continuo tipo θ del tipo A. Entonces X es un continuo tipo θ
continuamente del tipo A′ si y sólo si TX es continua. Más aún, G = {TX({x}) | x ∈ X}
es la descomposición monótona más fina de X, cuyos elementos son densos en ninguna

parte, tal que X/G es una gráfica.

Demostración. Como X es un continuo tipo θ del tipo A, existe una descomposición
semicontinua superiormente D en subcontinuos de X tal que X/D es una gráfica. Sea
q : X →→ X/D la función cociente y notemos que es continua.

Supongamos que X es un continuo tipo θ continuamente del tipo A′. Observemos que
q es monótona y abierta. Además, por el Lema 5.1, para cada subcontinuo K de X ,
q(K) �= D. De donde, por el Teorema 4.6, TX es continua.

Supongamos que TX es continua. Como X es puntualmente TX -simétrico (Teorema 4.5),
se tiene que G = {TX({x}) | x ∈ X} es una descomposición continua de X tal que
X/G es un continuo localmente conexo (Teorema 4.7). Sea x ∈ X . Entonces, por el
Lema 4.1, TX({x}) ⊂ q−1(q(x)). Sean z ∈ q−1(q(x)) y W un subcontinuo de X tal que
z ∈ IntX(W ). Como X/D es una gráfica y z ∈ IntX(W ), por [6, Lemma 1], se tiene que
q−1(q(z)) = q−1(q(x)) ⊂ W . De donde, x ∈ W y z ∈ TX({x}). Por tanto, TX({x}) =
q−1(q(x)). Así, G = {q−1(q(x)) | x ∈ X} y X es un continuo tipo θ continuamente del
tipo A′. El hecho de que G es la descomposición más fina se sigue del Lema 4.1. ����

Corolario 5.3. Si X es un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, que no es una

gráfica, entonces X no es hereditariamente descomponible.

Demostración. Sea X un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, que no es una gráfica.
Por el Teorema 5.2, TX es continua y G = {TX({x}) | x ∈ X} es una descomposición
continua tal que X/G es una gráfica. Por el Teorema 4.7, muchos elementos de G son
subcontinuos indescomponibles de X . ����

Una función continua y suprayectiva entre continuos f : X →→ Y es atómica si para cada
subcontinuo K de X tal que f(K) es no degenerado, resulta que K = f−1(f(K)).

Teorema 5.4. Sea X un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, que no es una gráfica.

Si q : X →→ D es la función cociente, entonces q es atómica.

Demostración. Sea K un subcontinuo de X tal que q(K) es no degenerado. Sin pérdida de
generalidad, supondremos que K �= X . Claramente,K ⊂ q−1(q(K)). Sea x0 ∈ q−1(q(K)).
Por el Teorema 5.2, para cada x ∈ X , q−1(q(x)) = TX({x}). Entonces, por [12, Lemma
3.2], tenemos que TX({x}) = q−1(q(x)) ⊂ K, para toda x ∈ IntX(K). Como D es una
gráfica, existe una sucesión {tm}∞m=1 de puntos de q(IntX(K)) que converge a q(x0).
Como q−1 es continua [10, 1.8.24], para cada m, existe xm ∈ q−1(tm) tal que la sucesión
{xm}∞m=1 converge a x0. Como K es cerrado y {xm}∞m=1 ⊂ K, resulta que x0 ∈ K. De
donde, q−1(q(K)) ⊂ K. Por tanto, q es una función atómica. ����

Corolario 5.5. Sea X un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, que no es una gráfica.

Si G = {TX({x}) | x ∈ X}, entonces G es la descomposición monótona más fina de X
de tal forma que X/G es una gráfica y TX({x}) es un subcontinuo terminal de X, para

toda x ∈ X.
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Demostración. Como X es un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, existe una
descomposición continua D en subcontinuos densos en ninguna parte de X tal que X/D
es una gráfica. Sea q : X →→ X/D la función cociente. Por el Teorema 5.4, q es una función
atómica. De donde, por [17, (1.2)], las fibras de q son subcontinuos terminales de X . Por
el Teorema 5.2, para cada x ∈ X , q−1(q(x)) = TX({x}). De donde, D = G y cada TX({x})
es un subcontinuo terminal de X . El hecho de que G es la descomposición monótona más
fina de X se sigue del Teorema 5.2. ����

Corolario 5.6. Sea X un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, que no es una gráfica.

Si K es un subcontinuo de X tal que K = TX({x0}), para alguna x0 ∈ X o K �⊂ TX({x}),
para ninguna x ∈ X, entonces TX(K) = K.

Demostración. Sea K un subcontinuo de X . Supongamos que K = TX({x0}), para
alguna x0 ∈ X . Como TX es continua (Teorema 5.2), TX es idempotente [10, 3.2.8]. En
consecuencia, TX(K) = TX(TX({x0})) = TX({x0}) = K.

Supongamos que K �⊂ TX({x}), para ninguna x ∈ X . Entonces, por el Teorema 5.5,
TX({x}) ⊂ K para toda x ∈ K. Lo que implica que K =

⋃
{TX({x}) | x ∈ K}. Por

otra parte, como X es TX -aditivo (Teorema 4.3), resulta que TX(K) =
⋃
{TX({x}) | x ∈

K} = K [10, 3.1.46]. ����

Corolario 5.7. Si X es un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, entonces existe un

número natural n tal que X es un continuo tipo θn.

Demostración. Como X es un continuo tipo θ continuamente del tipo A′, existe una
descomposición continua D en subcontinuos densos en ninguna parte de X tal que X/D es
una gráfica. Por el Teorema 5.2, sabemos que D = {TX({x}) | x ∈ X}. Sea q : X →→ X/D
la función cociente. Por el Corolario 3.4, existe un número natural n tal que X/D es un
continuo tipo θn. Veremos que X es un continuo tipo θn.

Sea K un subcontinuo de X . Si q(K) es no degenerado, como q es atómica, se tiene que
K = q−1(q(K)), de donde X \K y X/D\q(K) tienen la misma cantidad de componentes.
Así que X \ K tiene a lo más n componentes. Si K ⊂ TX({x0}), para alguna x0 ∈ X ,
como TX({x0}) es denso en ninguna parte y D es continua, entonces X \K tiene el mismo
número de componentes que X \ TX({x0}). Como TX({x0}) = q−1(q(x0)), X \ TX({x0})
tiene el mismo número de componentes que X/D \ {q(x0)}. De donde, X \K tiene a lo
más n componentes. Por tanto, X es un continuo tipo θn. ����

6. Hiperespacios

Teorema 6.1. Sean X un continuo tal que G = {TX({x}) | x ∈ X} es una descom-

posición continua y terminal de X, µ : C1(X) →→ [0, 1] una función de Whitney tal que

µ(TX({x})) = t0, para toda x ∈ X y algún t0 ∈ (0, 1). Sean t ∈ (0, t0) y, para cada

x ∈ X, Gx(t) = {A ∈ µ−1(t) | A ⊂ TX({x})}. Entonces Gt = {Gx(t) | x ∈ X} es una

descomposición continua y monótona de µ−1(t) tal que µ−1(t)/Gt es homeomorfo a X/G.

Demostración. Sea x ∈ X . Notemos que Gx(t) = µ−1(t) ∩ C1(TX({x})). En conse-
cuencia, Gx(t) es un continuo [2, (1.4)]. Como G es una descomposición de X y cada
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Gx(t) es un continuo, se tiene que Gt es una descomposición de µ−1(t). Veremos que
Gt es continua. Sean q : X →→ X/G la función cociente y ht : µ

−1(t) →→ X/G dada por
ht = r ◦ C1(q)|µ−1(t), donde r : F1(X/G) →→ X/G es la isometría natural definida co-
mo r({χ}) = χ. Observemos que ht es continua y suprayectiva. Además, para cada
χ ∈ X/G, existe x ∈ X tal que h−1

t (χ) = Gx(t). Lo que implica que ht es monó-
tona. Para ver que ht es abierta, basta mostrar que C1(q)|µ−1(t) es abierta. Notemos
que C1(q) ◦ ℑ = 1C1(X/G), donde ℑ : C1(X/G) → C1(X) está dada por ℑ(A) = q−1(A).
Observemos que, como q es monótona, ℑ está bien definida y, como q es abierta, ℑ
es continua [10, 1.8.24]. Como las funciones abiertas tienen la propiedad del factor
[16, (5.15)], se tiene que C1(q) es abierta. Sea �U1, . . . , Un�1 un subconjunto abierto de
C1(X) tal que �U1, . . . , Un�1 ⊂ µ−1([0, t0)) y �U1, . . . , Un�1 ∩µ−1(t) �= ∅. Probaremos que
C1(q)(�U1, . . . , Un�1) = C1(q)(�U1, . . . , Un�1 ∩ µ−1(t)). Claramente, C1(q)(�U1, . . . , Un�1 ∩
µ−1(t)) ⊂ C1(q)(�U1, . . . , Un�1). Sea A ∈ �U1, . . . , Un�1. Como A es un subcontinuo
de X , µ(A) < t0 y G es una descomposición terminal de X , existe x ∈ X tal que
A ⊂ TX({x}). Sea B ∈ Gx(t). Entonces C1(q)(A) = C1(q)(B) = C1(q)(TX({x})). De lo
anterior se obtiene que C1(q)(�U1, . . . , Un�1) ⊂ C1(q)(�U1, . . . , Un�1 ∩ µ−1(t)). En conse-
cuencia, C1(q)(�U1, . . . , Un�1) = C1(q)(�U1, . . . , Un�1 ∩ µ−1(t)). Por tanto, C1(q)|µ−1(t) es
abierta y ht también lo es. Así, obtenemos que Gt es una descomposición continua de
µ−1(t). El hecho de que µ−1(t)/Gt es homeomorfo a X/G se sigue de [10, 1.2.10]. ����

Teorema 6.2. Si X es un continuo tipo θ continuamente del tipo A′ tal que para toda

x ∈ X, TX({x}) es no degenerado, entonces Fn(X) es un subconjunto Z tanto de 2X

como de Cn(X) para cualquier número natural n.

Demostración. Como para toda x ∈ X , TX({x}) es no degenerado, dada t0 ∈ (0, 1), por
[23, Theorem 3.1], existe una función de Whitney µ : C1(X)→→ [0, 1] tal que µ(TX({x})) =
t0 para cada x ∈ X . Para cada t ∈ (0, t0), definimos gt : F1(X) → C1(C1(X)) como
gt({x}) = Gx(t) = {A ∈ µ−1(t) | A ⊂ TX({x})} (Teorema 6.1). Como, por el Teorema 6.1,
Gt = {Gx(t) | x ∈ X} es una descomposición continua y monótona de µ−1(t), resulta que

gt es continua. Sea σ : 22
X

→→ 2X la función dada por σ(A) = ∪A, la cual es continua
[19, (1.48)].

Sea ε > 0. Entonces existe t ∈ (0, t0) tal que diám(A) < ε
3 , para cada A ∈ µ−1(t)

[13, Lemma 6.3]. Como para toda x ∈ X , lím
t−→∞

diám(Gx(t)) = 0 y cada µ−1(t) es com-

pacto, también supondremos que diám(Gx(t)) < ε
3 , para toda Gx(t) ∈ Gt. Definimos

fε : F1(X) → C1(X) \ F1(X) como:

fε({x}) = σ ◦ gt({x}) =
⋃

Gx(t).

Observemos que fε está bien definida; i.e., fε({x}) ∈ C1(X) [19, (1.49)] y es no dege-
nerado. Sea Ax ∈ Gx(t) tal que x ∈ Ax. Sea y ∈ fε({x}). Entonces existe Ay ∈ Gx(t)
tal que y ∈ Ay. Sean zx ∈ Ax y zy ∈ Ay tales que d(Ax, Ay) = d(zx, zy). Notemos que
d(zx, zy) ≤ H(Ax, Ay) [19, (0.4)]. De aquí se sigue que d(x, y) ≤ d(x, zx) + d(zx, zy) +
d(zy, y) <

ε
3 +

ε
3 +

ε
3 = ε. En consecuencia, H({x}, fε({x})) < ε. Por tanto, F1(X) es un

subconjunto Z de C1(X) [15, 2.1].

Como F1(X) es un subconjunto Z de C1(X), resulta que Fn(X) es un subconjunto Z
tanto de 2X como de Cn(X) para cualquier número natural n [15, 2.2]. ����
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Teorema 6.3. Si X es un continuo continuamente irreducible, que no es un arco, entonces

C1(X) es localmente una 2-celda en la cima.

Demostración. Como X es continuamente irreducible, TX es una función continua (Teo-
rema 5.2). Sean q : X →→ [0, 1] la función cociente dada por la descomposición monótona
más fina en continuos densos en ninguna parte, y ℑ : 2[0,1] → 2X la función dada por
ℑ(B) = q−1(B). Por [10, 1.8.24], ℑ es una función continua. Además, 2q ◦ℑ = 12[0,1] . En
particular, ℑ : 2[0,1] →→ ℑ

(
2[0,1]

)
es un homeomorfismo. Por el Teorema 4.7, se tiene que

TX
(
2X

)
= ℑ

(
2[0,1]

)
. De donde es fácil ver que TX(C1(X)) = ℑ(C1(X)), ℑ([0, 1]) = X y

que ℑ(F1([0, 1])) = {TX({x}) | x ∈ X}. Es bien sabido que C1([0, 1]) es una 2-celda [19,
(0.54)]. Por tanto, TX(C1(X)) es una 2-celda.

Consideremos una función de Whitney µ : C1(X) →→ [0, 1] [19, (0.50)]. Sea t0 =
máx{µ (TX({x})) | x ∈ X}. Observemos que 0 < t0 < 1 y que si K ∈ µ−1([t0, 1])
entonces TX(K) = K (Corolario 5.6). Lo que implica que µ−1([t0, 1]) ⊂ TX(C1(X)). En
consecuencia, TX(C1(X)) es una vecindad de X en C1(X). Por tanto, C1(X) es localmente
una 2-celda en la cima. ����

Teorema 6.4. Si X es un continuo continuamente irreducible tal que para toda x ∈ X,

TX({x}) es no degenerado, entonces existe una función de Whitney µ : C1(X) →→ [0, 1] tal
que µ−1(t) admite una descomposición continua en continuos tal que el espacio cociente

es [0, 1].

Demostración. Como para toda x ∈ X , TX({x}) es no degenerado, dada t0 ∈ (0, 1), por
[23, Theorem 3.1], existe una función de Whitney µ : C1(X)→→ [0, 1] tal que µ(TX({x})) =
t0 para cada x ∈ X . Mostraremos que TX(C1(X)) = µ−1([t0, 1]). Sea A ∈ C1(X). Entonces
para cada a ∈ A, TX({a}) ⊂ TX(A). Como µ es una función de Whitney, TX(A) ≥ 0. De
donde TX(A) ∈ µ−1([t0, 1]) y TX(C1(X)) ⊂ µ−1([t0, 1]). Sea K ∈ µ−1([t0, 1]). Entonces,
por el Teorema 5.6, TX(K) = K, lo que implica que K ∈ TX(C1(X)). En consecuencia,
TX(C1(X)) = µ−1([t0, 1]).

Sea q : X →→ [0, 1] la función cociente dada por la más fina descomposición continua
y monótona de X . Como vimos en la demostración del Teorema 6.3, TX(C1(X)) =
ℑ(C1([0, 1]) y, además, ℑ|C1([0,1]) es un homeomorfismo. Sea ω : C1([0, 1]) → [0, 1] dada

por ω(B) = µ(ℑ(B))−t0
1−t0

. Entonces ω es una función de Whitney para C1([0, 1]). Por [19,

(14.6)], ω−1(s) es un arco para cada s ∈ [0, 1). Sea t ∈ [t0, 1]. Probaremos que µ−1(t) =

ℑ
(
ω−1

(
t−t0
1−t0

))
. Para esto, sea A ∈ µ−1(t). Entonces ω(ℑ−1(A)) = µ(ℑ(ℑ−1(A)))−t0

1−t0
=

µ(A)−t0
1−t0

= t−t0
1−t0

. De donde, A ∈ ℑ
(
ω−1

(
t−t0
1−t0

))
. Sea K ∈ ℑ

(
ω−1

(
t−t0
1−t0

))
. Entonces

t−t0
1−t0

= ω
(
ℑ−1(K)

)
= µ(ℑ(ℑ−1(K)))−t0

1−t0
= µ(K)−t0

1−t0
. Esto implica que µ(K) = t. Así que,

K ∈ µ−1(t). De lo anterior se concluye que µ−1(t) = ℑ
(
ω−1

(
t−t0
1−t0

))
. Por tanto, para

cada t ∈ [t0, 1), µ
−1(t) es un arco.

Si t ∈ (0, t0), se sigue del Teorema 6.1 que µ−1(t) admite una descomposición continua
en continuos cuyo espacio cociente es un arco. ����
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