Revista Integracion

Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander
Vol. 33, No. 1, 2015, pag. 27-39

Sobre los continuos tipo 0 y 0,

SERGIO MACIAS*

Universidad Nacional Auténoma de México, Instituto de Matematicas, Circuito Exterior, Ciudad
Universitaria, México D.F., México.
University of Birmingham, School of Mathematics and Statistics, Birmingham, United Kingdom.

Resumen. En 1974 el Profesor R. W. FitzGerald defini6 los continuos tipo
0y 0,. (Un continuo X es un continuo tipo 0 (tipo 6, para algin namero
natural n) si para cada subcontinuo K de X, resulta que X \ K solo tiene un
namero finito de componentes (X \ K tiene a lo mas n componentes).) Los
profesores E. E. Grace y E. J. Vought continuaron el estudio de estas clases
de continuos, cuando tales continuos admiten una descomposicion mondtona
semicontinua superiormente cuyo cociente es una gréfica. El objetivo de este
trabajo es presentar algunas de las propiedades de los continuos tipo 6 y 6,,,
principalmente cuando la descomposicion mencionada anteriormente es con-
tinua [14].
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Abstract. In 1974 Professor R. W. FitzGerald defined type 6 and 6,, con-
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if for each subcontinuum K of X, we have that X \ K has only a finite
number of components (X \ K has at most n components).) Professors E.
E. Grace and E. J. Vought continued the study of these clases of continua,
when such continua admit an upper semicontinuous monotone decomposition
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1. Introduccién

El Profesor R. W. FitzGerald defini6 los continuos tipo 6 y 6, en [4]. Los profesores E.
E. Grace y E. J. Vought continuaron su estudio, cuando tales continuos admiten una
descomposicién monétona semicontinua superiormente cuyo cociente es una grafica ( [5],
[6], [7], [8], [21] y [22]). El proposito de este articulo es presentar algunas de las propieda-
des de los continuos tipo 6 y 6,,, principalmente cuando la descomposiciéon mencionada
anteriormente es continua.

El articulo consta de seis secciones. Después de esta introduccion y de la seccion de
definiciones, en la tercera secciéon enunciamos los principales resultados sobre continuos
tipo 6 (6,,) obtenidos en el pasado. En la cuarta secciéon presentamos algunos resultados
sobre la funcion 7 del profesor Jones que seran de utilidad posteriormente. En la quinta
seccion damos los resultados sobre los continuos tipo 6 continuamente del tipo A’; en
particular, probamos que para que un continuo X de tipo 6 del tipo A sea continuamente
del tipo A’ es necesario y suficiente que la funcion Tx sea continua. Ademas, mostramos
que si X es un continuo tipo € continuamente del tipo A’, entonces X es un continuo
tipo #,, para algin nimero natural n. En la sexta secciéon, nos concentramos en los
hiperespacios de los continuos tipo 6 continuamente del tipo A’, demostramos que el
n-ésimo producto simétrico de un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’, para el cual
todos los elementos de la descomposicion son no degenerados, es un subconjunto Z tanto
del hiperespacio de subconjuntos cerrados del continuo como del n-ésimo hiperespacio
del continuo. También se prueba que si X es un continuo continuamente irreducible, que
no es un arco, entonces su hiperespacio de subcontinuos es localmente una 2-celda en la
cima.

2. Definiciones

Sean Z un espacio métrico y A un subconjunto de Z. Entonces Intz(A) y Clz(A) denotan
el interior y la cerradura de A en Z.

Dado un espacio métrico Z, P(Z) representa al conjunto potencia (o conjunto de partes)
de Z. Una descomposicion de Z es una familia G de subconjuntos no vacios y mutuamente
disyuntos de Z tal que Z = |JG. Diremos que G es semicontinua superiormente si la
funcion cociente ¢q: Z — Z/G es cerrada. La descomposicion es continua si la funcion
cociente es tanto abierta como cerrada. Para mayor informacion, se puede consultar la
segunda seccion del primer capitulo de [10].

Sea Y un espacio métrico. Decimos que un subconjunto cerrado A de Y es un subconjunto
Z de Y sipara cada e > 0, existe una funcion continua f: Y — Y\ A tal que d(y, f(y)) <
€, para toda y € Y.

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. Un continuo X es descomponible
si existen dos subcontinuos propios Ay B de X tales que X = AU B. Diremos que X es
hereditariamente descomponible siempre que todos sus subcontinuos no degenerados sean
descomponibles. El continuo X es indescomponible si no es descomponible. Un continuo
es débilmente irreducible siempre que el complemento de la union de una familia finita
de subcontinuos solo tenga un namero finito de componentes [1]. Un subcontinuo Y de
un continuo X es terminal si para todo subcontinuo K de X tal que Y N K # (), se tiene
queY CKoKCY.
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Sobre los continuos tipo 0 y 6, 29

Una grdfica es un continuo que se puede escribir como una unién finita de arcos tales que
su interseccion es vacia o s6lo se intersecan en uno o en ambos puntos extremos.

Un subconjunto A de un continuo X es denso en ninguna parte si Intx (Clx(A)) = 0.

Decimos que un continuo X es tipo € si para todo subcontinuo K de X, se tiene que
X \ K solo tiene un numero finito de componentes. Dado un nimero natural n, decimos
que X es tipo 0, si para todo subcontinuo K de X, resulta que X \ K tiene a lo mas n
componentes.

Siguiendo al profesor Vought [21], diremos que un continuo X tipo 6 (tipo 6,,) es del
tipo A si X admite una descomposicion monétona semicontinua superiormente D cuyo
espacio cociente es una grafica; y es del tipo A’ si es del tipo A y, ademas, los elementos
de la descomposicion D tienen interior vacio. Un continuo tipo 6 (,,) del tipo A’ para el
cual la descomposicion D es continua, se llamara continuo tipo 6 (6,,) continuamente del
tipo A’.

Un continuo X es irreducible si existen dos puntos p y ¢ de X tales que para ningtin
subcontinuo propio Y de X se tiene que {p,q} C Y. Todo continuo irreducible es débil-
mente irreducible [10, 1.7.29]. Un continuo X es tipo A si X es irreducible y admite una
descomposicién semicontinua superiormente G en subcontinuos densos en ninguna parte
tal que X/G es un arco. Siguiendo a los profesores Mohler y Oversteegen [18], decimos
que un continuo X de tipo A para la cual la descomposicion G es continua es un continuo
continuamente irreducible. Se sigue de [20, Theorem 1] que todo continuo irreducible es
un continuo tipo 5. De donde, todo continuo continuamente irreducible es un continuo
tipo 62 continuamente del tipo A’.

Si X es un continuo, entonces consideraremos los siguientes hiperespacios de X:
2% = {A C X | A es cerrado y no vacio};
Cn(X) ={A € 2% | A tiene a lo mas n componentes}

y

Fn(X) ={A € 2% | A tienc a lo mas n puntos}.
A 2% se le conoce como el hiperespacio de subconjuntos cerrados de X . A C,,(X) se le llama
el n-ésimo hiperespacio de X. Cuando n = 1, C1(X) es el hiperespacio de subcontinuos de
X. A F,(X) se le conoce como el n-ésimo producto simétrico de X. A 2% se le puede dar
la topologia de Vietoris [19, (0.11)] o la topologia inducida por la métrica de Hausdorft,
H [19, (0.1)]. Una base para la topologia de Vietoris esta dada por:

B={{(Ui,...,Upn) | Ui,...,U, son subconjuntos abiertos de X},
donde:
(Ui,...,Up) = {Ac2X | ACULUjy ANU; # 0, para toda j € {1,...,m}}.

Para simplificar notacion, (Us,...,Un), denota la interseccion del conjunto abierto
(Uy,...,Up), de la topologia de Vietoris, con C,,(X). Sean X y Y continuos. Si f: X — Y
es una funcién continua, entonces definimos las funciones inducidas 2f: 2% — 2Y y
Col(f): Cu(X) = Cn(Y) como 27 (A) = f(A) y Co(f)(A) = f(A), respectivamente. Note-
mos que 2 y C,(f) son funciones continuas [10, 1.8.22 y 1.8.23]. M4s informacién sobre
hiperespacios se encuentra en [10, 11].
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Dado un continuo X, una funcion de Whitney para Ci(X) es una funciéon continua
w: C1(X) — [0,1] tal que u(X) = 1, u({z}) = 0, para toda x € X, y si Ay B son
dos elementos de C;(X) tales que A C B, entonces p(A) < u(B).

Si X es un continuo entonces C1(X) es localmente una 2-celda en la cima si existe una
2-celda & en C;(X) tal que X € Inte, (x)(E).

Dado un continuo X, definimos la funcién 7: P(X) — P(X) del profesor F. Burton
Jones como sigue: Si A es un subconjunto de X, entonces

T(A) = X\ {z € X | existe un subcontinuo W de X tal que

zelIntx(W)CcW cC X\ A}

Escribiremos 7Tx cuando necesitemos referirnos al continuo X con el cual estamos tra-
bajando. Observemos que 7 (A4) siempre es un subconjunto cerrado de X. Un continuo
X es T-simétrico si para cualesquiera dos subconjuntos cerrados A y B de X, se tiene
que ANT(B) = 0 siy solosi T(A) N B = (. Diremos que X es puntualmente T -
simétrico siempre que dados dos puntos p y ¢ de X, se tenga que g € T ({p}) si y solo si
p € T({q}). Ademas, X es T -aditivo si T(AUB) =T (A)UT(B), para cualesquiera dos
subconjuntos cerrados A y B de X. Decimos que T es idempotente en el continuo X si
T(T(A)) = T(A) para todo subconjunto A de X. Mas informacion sobre la funciéon 7
se encuentra en el tercer capitulo de [10]. Notemos que 7]ox : 2% — 2% de esta forma
podemos preguntarnos cuando 7T |ox es continua. Diremos que X es un continuo para el
cual la funcion 7 es continua si 7 |ox es una funcién continua.

Un continuo X es aposindético si T ({z}) = {z} para toda z € X.

3. Primeros resultados

Aqui enunciaremos los principales resultados sobre continuos tipo 6 (6,,) obtenidos en el
pasado.

Una demostracion del siguiente resultado se encuentra en [4, Theorem 3.4]

Teorema 3.1. Sea X un continuo. Entonces X es un continuo tipo 0 si y sdlo si X es
débilmente irreducible.

El resultado que presentamos a continuaciéon nos da una condiciéon suficiente para que
un continuo tipo € sea del tipo A’; una demostracion se encuentra en [4, Theorem 6.2].

Teorema 3.2. Sea X un continuo tipo 0. Si k es un mimero natural tal que T*({z}) =
TE1({z}), para toda = € X, entonces X admite una descomposicion D = {T*({z}) |z €
X} tal que D es la tinica descomposicion minimal con respecto a ser mondtona, semi-
continua superiormente y teniendo como espacio cociente, X /D, una grdfica.

El siguiente teorema nos dice que en la clase de los continuos localmente conexos, todo
continuo tipo @ es de 6, para algin ntmero natural n; una prueba se localiza en [4,
Corollary 4.8].

Teorema 3.3. Si X es un continuo localmente conexo de tipo 0, entonces X es de tipo
0., para algin numero natural n.
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Sobre los continuos tipo 6 y 6, 31

Como las graficas son continuos localmente conexos, obtenemos:

Corolario 3.4. Si D es una grdfica, entonces existe un nimero natural n tal que D es un
continuo tipo 0,,.

Uno podria pensar que el Teorema 3.3 es cierto para todos los continuos tipo 6; la
profesora Jo Heath [9] construyé un continuo tipo 6 que no es tipo 6, para ningtn
nimero natural n.

El siguiente resultado da una caracterizacion para que los continuos tipo 6,, sean del tipo
A’; una demostracion se puede encontrar en [6, Theorem 2].

Teorema 3.5. Sean n un niumero natural y X un continuo tipo 0,. Entonces X es del
tipo A’ si y solo si Intx(T(H)) =0, para cada subcontinuo H de X con interior vacio.
Mds aiin, la descomposcion, D, estd dada por D = {T**({x}) | z € X}.

El teorema que ofrecemos a continuacion nos dice que los continuos tipo 6 tienen
propiedades parecidas a las de las graficas; una prueba de él se encuentra en [4, Theorem
5.1].

Teorema 3.6. Si X es un continuo tipo 6 y G es una coleccion de subcontinuos mutua-
mente disyuntos, entonces X \ G tiene a lo mds dos componentes para todos los elementos
G € G, salvo, posiblemente, un nimero finito de ellos.

4. La Funcién T de Jones

Aqui presentamos los resultados sobre la funcion 7 que serén ttiles posteriormente.

Una funcion continua y suprayectiva entre continuos f: X — Y es mondtona si para
caday €Y, f~1(y) es conexo.

Lema 4.1. Sean X yY continuos, donde Y es aposindético. Si f: X — Y es una funcion
mondtona entonces Tx({z}) C f~1(f(x)), para toda x € X.

Demostracion. Sean z € X y ' € X \ f~1(f(x)). Esto implica que f(z) # f(z'). En
consecuencia, como Y es aposindético, existe un subcontinuo W de Y tal que f(2') €
Inty(W) C W C Y\ {f(2)}. De donde resulta que 2’ € f~1(f(2')) C Intx(f~1(W)) C
FTW) c X\ £~ 1(f(z)) € X \ {}. Como f es monétona, f~1(W) es un subcontinuo
de X [10, 2.1.12|. De lo anterior se sigue que 2/ € X \ Tx({z}). Por tanto, Tx({z}) C
F(f (@), @

Teorema 4.2. Si X es un continuo débilmente irreducible, entonces X es Tx-simétrico.
Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X y supongamos que A N
Tx(B) = (. Entonces para cada a € A, existe un subcontinuo W, de X tal que a €

Intx(W,) c W, € X \ B. Como A es compacto, existe un nimero finito de elementos,
ai,...,a, de A tales que A C Uj_, Intx(Wy;) C U, W, € X\ B. Esto implica que

Bc X\ (U?:1 W) cX\ (U}’:l IntX(WaJ)) C X\ A
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32 S. MAcias

Sea b € B. Como X es débilmente irreducible, X \ <U;.L:1 Wa].> s6lo tiene un ndmero
finito de componentes, las cuales son subconjuntos abiertos de X. Sea C' la componente
de X'\ (U;;l Waj> que tiene a b. Entonces b € C' C Clx(C) C X'\ (U?Zl IntX(Waj)) C

X \ A. En consecuencia, b € X \ Tx(A). De donde, BN Tx(A) = ). Por tanto, X es
Tx-simétrico. 2

Teorema 4.3. Un continuo es T -simétrico si y sdlo si es puntualmente T -simétrico y
T -aditivo.

Demostracion. Sean X un continuo Ty-simétrico y A y B dos subconjuntos cerrados
de X. De la definicion, se tiene que Tx (A4) U Tx(B) C Tx(AU B). Sea = € Tx(AU B).
Entonces {2} NTx (AUB) # (). Como X es Tx-simétrico, se tiene que Tx ({z})N(AUB) #
(. En consecuencia, resulta que Tx({z}) N A # 0 o Tx({z}) N B # 0. Otra vez, como X
es Tx-simétrico, {2} N Tx(A) # 0 o {x} N Tx(B) # 0; i.e., 2 € Tx(A) o z € Tx(B). De
donde, z € Tx(A) UTx(B). Por tanto, Tx (AU B) C Tx(A)UTx(B) y X es Tx-aditivo.
Claramente, todo continuo Tx-simétrico es puntualmente 7x-simétrico.

Supongamos que X es puntualmente Tx-simétrico y Tx-aditivo. Sean A y B dos subcon-
juntos cerrados de X y supongamos que BN Tx(A) # 0. Sea 2 € BN Tx(A). Entonces
x € Byz € Tx(A). Si x € A, entonces z € ANB C AN Tx(B), lo que implica
que AN Tx(B) # (. Supongamos que * € B\ A. Como X es Tx-aditivo, se tiene que
Tx(A) = U{Tx({a}) | a € A} [10, 3.1.46]. Asi que existe a € A tal que = € Tx({a}).
Como X es puntualmente Tx-simétrico, resulta que a € Tx ({z}). De donde, como = € B,
a € Tx({x}) C Tx(B). Por tanto, a € ANTx(B) y ANTx(B) # 0. Vv

Como consecuencia de los Teoremas 4.2 y 4.3, obtenemos que:

Corolario 4.4. Todo continuo débilmente irreducible es puntualmente T -simétrico y T -
aditivo.

Teorema 4.5. Todo continuo tipo 0 es puntualmente T -simétrico y T -aditivo.

Demostracion. Sea X un continuo. Si X es tipo 0, entonces X es débilmente irreducible,
por el Teorema 3.1. De donde, por el Corolario 4.4, se tiene que X es puntualmente
Tx-simétrico y Tx-aditivo. o]

El resultado que presentamos a continuacion nos da una condicion suficiente para que la
funcion T sea continua; una demostracion de él esta en [10, 3.2.2].

Teorema 4.6. Sean X y Y continuos, donde Y es localmente conexo. Si f: X —» Y es
una funcion continua, suprayectiva, mondtona y abierta tal que para cada subcontinuo K
de X, f(K) #Y, entonces Tx es continua.

Una prueba del siguiente resultado se encuentra en [12, Theorem 3.8].

Teorema 4.7. Sea X un continuo puntualmente Tx -simétrico para el cual la funcion Tx
es continua. Entonces

G={Tx({z}) | x € X}
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es una descomposicion continua de X tal que X/G es un continuo localmente conezo
y Tx (QX) es homeomorfo a 2X/9. Mds aiin, todos los elementos de G son densos en
ninguna parte en X y existe un subconjunto Gs denso, W, de X/G tal que si q(x) € W,
entonces Tx ({x}) es un continuo indescomponible, donde q: X —» X/G es la funcion
cociente.

Con la T-aditividad se requiere “poco” para obtener la continuidad de la funcién 7. Una
demostracion de este hecho se encuentra en [3, Corollary 6.5]

Lema 4.8. Si X es un continuo T-additivo y T|z, (x) es continua, entonces T es con-
tinua.

Teorema 4.9. Si X es un continuo tipo 01, entonces
Tx(4) = m{W | W es un subcontinuo de X tal que A C Intx (W)},

para todo subconjunto A' de X.

Demostracion. Sean A un subconjunto de X y = € X \ Tx(A). Entonces existe un
subcontinuo W de X tal que z € Intx(W) C W C X \ A. Como X es un continuo tipo
61, se tiene que X \ W es conexo y que A C X \ W C Clx(X \ W) C X \ {z}. Esto
implica que z € X \ [[{W | W es un subcontinuo de X tal que A C Intx(W)}.

Supongamos que x € X \ (\{W | W es un subcontinuo de X tal que A C Intx(W)}.
Entonces existe un subcontinuo W de X tal que A C Intx(W) ¢ W C X \ {z}.
Como X es un continuo tipo 61, resulta que X \ W es conexo y que z € X \ W C
Clx(X \ W) C X \ A. De donde obtenemos que z € X \ Tx(A). Por tanto, Tx(A) =
{W | W es un subcontinuo de X tal que A C Intx(W)}. v

5.  Continuos tipo 6 continuamente del tipo A’

Lema 5.1. Sean X un continuo tipo 0 continuamente del tipo A’ y q: X — D la funcion
cociente, donde D es una grifica. Si K es un subcontinuo propio de X, entonces q(K) #

D.

Demostracion. Sea K un subcontinuo propio de X. Si Intx(K) = (), entonces, como ¢
es una funcion abierta y D es una grafica, ¢(K) es un subcontinuo degenerado de D. En
consecuencia, ¢(K) # D.

Supongamos que Intx (K) # (. Como X es un continuo tipo 6, X\ K tiene sélo un niamero
finito de componentes, digamos C', ..., Cp. Notemos que para cada j € {1,...,¢}, C; es
un subconjunto abierto de X [10, 1.6.2]. En consecuencia, X = K UC; U --- U Cy. Esto
implica que D = ¢(X) = ¢(KUC, U---UCy) = q(K)Uq(Cy)U---Uq(Cy). Como q es
abierta, ¢(C1),...,q(Cr) son subconjuntos abiertos de D. Por tanto, ¢(K) # D. 4

1La funcion Kx: P(X) — P(X) del profesor F. Burton Jones se define como Kx(A) =
({W | W es un subcontinuo de X tal que A C Intx(W)}. Entonces este teorema nos dice que para
los continuos de tipo 01, Tx = Kx
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Teorema 5.2. Sea X un continuo tipo 6 del tipo A. Entonces X es un continuo tipo 0
continuamente del tipo A" si y sélo si Tx es continua. Mds ain, G = {Tx({z}) | z € X}
es la descomposicion mondtona mds fina de X, cuyos elementos son densos en ninguna
parte, tal que X/G es una grdfica.

Demostracion. Como X es un continuo tipo € del tipo A, existe una descomposicion
semicontinua superiormente D en subcontinuos de X tal que X/D es una grafica. Sea
q: X — X/D la funcién cociente y notemos que es continua.

Supongamos que X es un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’. Observemos que
q es monotona y abierta. Ademas, por el Lema 5.1, para cada subcontinuo K de X,
q(K) # D. De donde, por el Teorema 4.6, Tx es continua.

Supongamos que Tx es continua. Como X es puntualmente 7x-simétrico (Teorema 4.5),
se tiene que G = {Tx({z}) | © € X} es una descomposicién continua de X tal que
X/G es un continuo localmente conexo (Teorema 4.7). Sea = € X. Entonces, por el
Lema 4.1, Tx({z}) C ¢ '(q(x)). Sean z € ¢~ (g(x)) y W un subcontinuo de X tal que
z € Intx(W). Como X/D es una graficay z € Intx (W), por [6, Lemma 1], se tiene que
¢ 1(q(2)) = ¢ *(g(x)) € W. De donde, z € W y z € Tx({z}). Por tanto, Tx ({z}) =
¢ (g(x)). Asi, G = {g7(¢(x)) | # € X} y X es un continuo tipo § continuamente del
tipo A’. El hecho de que G es la descomposiciéon més fina se sigue del Lema 4.1. ]

Corolario 5.3. 57 X es un continuo tipo 0 continuamente del tipo A’, que no es una
grdfica, entonces X no es hereditariamente descomponible.

Demostracion. Sea X un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’, que no es una grafica.
Por el Teorema 5.2, Tx es continua y G = {Tx({z}) | z € X} es una descomposicién
continua tal que X/G es una grafica. Por el Teorema 4.7, muchos elementos de G son
subcontinuos indescomponibles de X. Vv

Una funcion continua y suprayectiva entre continuos f: X — Y es atdmica si para cada
subcontinuo K de X tal que f(K) es no degenerado, resulta que K = f~1(f(K)).

Teorema 5.4. Sea X un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’, que no es una grdfica.
Siq: X —» D es la funcion cociente, entonces q es atomica.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de X tal que ¢(K) es no degenerado. Sin pérdida de
generalidad, supondremos que K # X. Claramente, K C ¢~ 1(q(K)). Sea o € ¢~ *(q(K)).
Por el Teorema 5.2, para cada z € X, ¢~ *(q(z)) = Tx({z}). Entonces, por [12, Lemma
3.2], tenemos que Tx ({z}) = ¢~ 1(¢(z)) C K, para toda x € Intx(K). Como D es una
grafica, existe una sucesion {t,,}>0_; de puntos de g(Intx(K)) que converge a ¢(zo).
Como ¢! es continua [10, 1.8.24], para cada m, existe z,,, € ¢~ (¢,) tal que la sucesion
{Zm }50_1 converge a zg. Como K es cerrado y {z,,}50_; C K, resulta que zy € K. De
donde, ¢~ *(q(K)) C K. Por tanto, ¢ es una funcion atémica. v

Corolario 5.5. Sea X un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’, que no es una grdfica.
Si G ={Tx({z}) | z € X}, entonces G es la descomposicion mondtona mds fina de X
de tal forma que X/G es una grifica y Tx ({x}) es un subcontinuo terminal de X, para
toda x € X.
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Demostracion. Como X es un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’, existe una
descomposicion continua D en subcontinuos densos en ninguna parte de X tal que X/D
es una grafica. Sea ¢: X — X/D la funcion cociente. Por el Teorema 5.4, g es una funcion
atomica. De donde, por [17, (1.2)], las fibras de ¢ son subcontinuos terminales de X. Por
el Teorema 5.2, para cada = € X, ¢~ '(q(z)) = Tx({z}). De donde, D = G y cada Tx ({z})
es un subcontinuo terminal de X . El hecho de que G es la descomposiciéon mondtona més
fina de X se sigue del Teorema 5.2. v

Corolario 5.6. Sea X un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’, que no es una grdfica.
Si K es un subcontinuo de X tal que K = Tx({z0}), para alguna zo € X 0o K ¢ Tx({z}),
para ninguna x € X, entonces Tx(K) = K.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de X. Supongamos que K = Tx({zo}), para
alguna zy € X. Como Tx es continua (Teorema 5.2), Tx es idempotente [10, 3.2.8]. En
consecuencia, Tx (K) = Tx (Tx {z0})) = Tx({z0}) = K.

Supongamos que K ¢ Tx({z}), para ninguna x € X. Entonces, por el Teorema 5.5,
Tx({z}) C K para toda 2 € K. Lo que implica que K = |J{Tx({z}) | # € K}. Por
otra parte, como X es Tx-aditivo (Teorema 4.3), resulta que Tx (K) = U{Tx ({z}) | z €
K} = K [10, 3.1.46)]. v

Corolario 5.7. Si X es un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’, entonces existe un
numero natural n tal que X es un continuo tipo 0,,.

Demostracion. Como X es un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’ existe una
descomposicion continua D en subcontinuos densos en ninguna parte de X tal que X /D es
una grafica. Por el Teorema 5.2, sabemos que D = {Tx({z}) |z € X}. Seaq: X — X/D
la funcion cociente. Por el Corolario 3.4, existe un ntimero natural n tal que X/D es un
continuo tipo 6,,. Veremos que X es un continuo tipo 6,,.

Sea K un subcontinuo de X. Si ¢(K) es no degenerado, como ¢ es atomica, se tiene que
K = ¢ (¢(K)), de donde X\ K y X/D\q(K) tienen la misma cantidad de componentes.
Asi que X \ K tiene a lo mas n componentes. Si K C Tx({zo}), para alguna =g € X,
como Tx ({zo}) es denso en ninguna parte y D es continua, entonces X \ K tiene el mismo
nimero de componentes que X \ Tx ({zo}). Como Tx ({zo}) = ¢~ (q(z0)), X \ Tx {z0})
tiene el mismo nimero de componentes que X/D \ {q(zo)}. De donde, X \ K tiene a lo
mas n componentes. Por tanto, X es un continuo tipo 6,,. %

6. Hiperespacios

Teorema 6.1. Sean X un continuo tal que G = {Tx({z}) | + € X} es una descom-
posicion continua y terminal de X, p: C1(X) —» [0,1] una funcion de Whitney tal que
w(Tx ({z})) = to, para toda © € X y algin to € (0,1). Sean t € (0,t0) y, para cada
€ X, G, (t)={Aepu )| AcC Tx({z})}. Entonces &, = {G,(t) | € X} es una
descomposicion continua y mondtona de = *(t) tal que p=1(t)/®; es homeomorfo a X/G.

Demostracion. Sea x € X. Notemos que G.(t) = p~'(t) N C1(Tx({x})). En conse-
cuencia, G,(t) es un continuo [2, (1.4)]. Como G es una descomposicion de X y cada
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G.(t) es un continuo, se tiene que ®; es una descomposicion de p~1(t). Veremos que
&, es continua. Sean ¢: X —» X/G la funcién cociente y hy: p~1(t) = X/G dada por
hi = 70 Ci(q)|y-1(), donde 7: Fi(X/G) —» X/G es la isometria natural definida co-
mo r({x}) = x. Observemos que h; es continua y suprayectiva. Ademads, para cada
X € X/G, existe # € X tal que h;'(x) = Ge(t). Lo que implica que h; es mono-
tona. Para ver que h; es abierta, basta mostrar que Cl(q)‘u—l<t) es abierta. Notemos
que Ci(q) o ¥ = ¢, (x/g), donde F: C1(X/G) — C1(X) estd dada por F(A4) = ¢ '(A).
Observemos que, como ¢ es mondtona, & estd bien definida y, como ¢ es abierta, &
es continua [10, 1.8.24]. Como las funciones abiertas tienen la propiedad del factor
[16, (5.15)], se tiene que Ci(g) es abierta. Sea (Ui, ...,U,)1 un subconjunto abierto de
C1(X) tal que (Uy,...,Un)1 C p2([0,t0)) y (Ui, ..., Un)1 N~ t(t) # 0. Probaremos que
Ci(q)({U1,...,Un)1) = Ci(q)((Un,...,Up)1 N~ t(t)). Claramente, C1(q)((Uy,...,Un)1 N
@) € Cilg)((Ur,...,Ux)1). Sea A € (Uy,...,U,)1. Como A es un subcontinuo
de X, u(A) < to y G es una descomposicion terminal de X, existe z € X tal que
A C Tx({z}). Sea B € G.(t). Entonces C1(q)(A) = C1(¢)(B) = C1(q)(Tx({z})). De lo
anterior se obtiene que C1(¢)((U1,...,Un)1) C Ci(q)({Un,...,Un)1 N~ t(t)). En conse-
cuencia, C1(q)((Ut, ..., Un)1) = C1(q)((U1,...,Un)1 N =1 (t)). Por tanto, C1(q)|,—1() s
abierta y h; también lo es. Asi, obtenemos que &; es una descomposicion continua de
pu~Y(t). El hecho de que p~1(t)/®; es homeomorfo a X/G se sigue de [10, 1.2.10]. v

Teorema 6.2. Si X es un continuo tipo 6 continuamente del tipo A’ tal que para toda
z € X, Tx({x}) es no degenerado, entonces Fy(X) es un subconjunto Z tanto de 2%
como de Cp,(X) para cualquier nimero natural n.

Demostracion. Como para toda x € X, Tx({z}) es no degenerado, dada ty € (0, 1), por
[23, Theorem 3.1], existe una funciéon de Whitney p: C1(X) —» [0,1] tal que u(Tx ({z})) =
ty para cada x € X. Para cada t € (0,ty), definimos g;: F1(X) — C1(C1(X)) como
g({z}) =G, (t) ={A e pn ()| AC Tx({z})} (Teorema 6.1). Como, por el Teorema 6.1,
&, = {G.(t) | z € X} es una descomposicién continua y mondtona de p~1(¢), resulta que
g¢ es continua. Sea o: 22% 4 2X la funcién dada por o(A) = UA, la cual es continua
[19, (1.48)].

Sea & > 0. Entonces existe ¢ € (0,f) tal que diam(A) < £, para cada A € p~'(t)
[13, Lemma 6.3]. Como para toda = € X, tlim didm (G, (t)) = 0 y cada u~1(t) es com-
— 00

pacto, también supondremos que diam(G.(t)) < 5, para toda G.(t) € &;. Definimos
fe: Fi(X) = C1(X) \ Fi(X) como:

f-({a}) = o0 ge({w}) = [ J Gu()-

Observemos que f. esta bien definida; i.e., fo({z}) € Ci(X) [19, (1.49)] y es no dege-
nerado. Sea A, € G,(t) tal que x € A,. Sea y € f.({z}). Entonces existe A, € G.(t)
tal que y € Ay. Sean z, € Ay y 2z, € Ay tales que d(A;, Ay) = d(zs, zy). Notemos que
(2, zy) < H(Az, Ay) [19, (0.4)]. De aqui se sigue que d(z,y) < d(z,z;) + d(z, zy) +
d(zy,y) < §+ 5+ § = ¢. En consecuencia, H({z}, f-({z})) < e. Por tanto, F1(X) es un
subconjunto Z de C;(X) [15, 2.1].

Como F;(X) es un subconjunto Z de C;(X), resulta que F,(X) es un subconjunto Z
tanto de 2% como de C,(X) para cualquier ntimero natural n [15, 2.2]. (4
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Teorema 6.3. Si X es un continuo continuamente irreducible, que no es un arco, entonces
C1(X) es localmente una 2-celda en la cima.

Demostracion. Como X es continuamente irreducible, Tx es una funcion continua (Teo-
rema 5.2). Sean ¢: X —» [0, 1] la funcién cociente dada por la descomposiciéon mondtona
mas fina en continuos densos en ninguna parte, y §: 201 — 2% I funcion dada por

S(B) = qil(B) Por [10 1.8.24], S es una funcion continua. Ademas, 290 = 1550,1). En
particular, : 2001 — & ( 20 1]) es un homeomorfismo. Por el Teorema 4.7, se tiene que
Tx (2%) = S (2%1). De donde es facil ver que Tx (C1(X)) = S(C1(X)), S([0,1]) = X ¥y
que $(F1([0,1])) = {Tx({z}) | = € X}. Es bien sabido que C;([0,1]) es una 2-celda [19,
(0.54)]. Por tanto, Tx (C1(X)) es una 2-celda.

Consideremos una funcién de Whitney p: Ci(X) — [0,1] [19, (0.50)]. Sea to =
max{u (Tx ({z})) | = € X}. Observemos que 0 < o < 1y que si K € pu~!([to,1])
entonces Tx (K) = K (Corolario 5.6). Lo que implica que pu~([to,1]) C Tx(C1(X)). En
consecuencia, Tx (C1(X)) es una vecindad de X en C;(X). Por tanto, C1(X) es localmente
una 2-celda en la cima. v

Teorema 6.4. Si X es un continuo continuamente irreducible tal que para toda v € X,
Tx ({z}) es no degenerado, entonces existe una funcion de Whitney p: C1(X) —» [0,1] tal
que ,u_l(t) admite una descomposicion continua en continuos tal que el espacio cociente

es [0,1].

Demostracion. Como para toda z € X, Tx({z}) es no degenerado, dada to € (0,1), por
[23, Theorem 3.1], existe una funcion de Whitney p: C1(X) —» [0, 1] tal que p(7Tx ({z})) =
to para cada x € X. Mostraremos que Tx (C1(X)) = p~([to, 1]). Sea A € C1(X). Entonces
para cada a € A, Tx({a}) C Tx(A). Como p es una funcion de Whitney, Tx (A) > 0. De
donde Tx(A) € u=Y([to,1]) v Tx(C1(X)) C u=1([to,1]). Sea K € u=1([to,1]). Entonces,
por el Teorema 5.6, Tx (K) = K, lo que implica que K € Tx(C1(X)). En consecuencia,
Tx(€1(X)) = i~ (fo, 1).

Sea ¢: X —» [0,1] la funcién cociente dada por la més fina descomposicién continua
y mondtona de X. Como vimos en la demostracién del Teorema 6.3, Tx (C1(X)) =
I(C1([0,1]) y, ademés, J¢,((0,1]) € un homeomorfismo. Sea w: C1([0,1]) — [0,1] dada
por w(B) = ”(gl(f;zg_t“. Entonces w es una funciéon de Whitney para C;([0, 1]). Por [19,
(14.6)], w™1(s) es un arco para cada s € [0,1). Sea t € [to, 1]. Probaremos que p~1(t) =

R (wfl ({:—i‘;)) Para esto, sea A € p~'(¢). Entonces w(31(A)) = % =

wA)—to _ t t" . De donde, A € & ( -1 (ﬂ» Sea K € & (wil (ﬂ)) Entonces

1—to 1—t 1—to
o —w (° 1(K)) = ”(‘f((\lf:; D—to “q{) o Fsto implica que u(K) = t. Asf que,
K € p~(t). De lo anterior se concluye que p~*(t) = 3 <w‘1 (Lig)) Por tanto, para

cada t € [to, 1), p~1(¢) es un arco.

Sit € (0,t0), se sigue del Teorema 6.1 que u~!(¢) admite una descomposicién continua
en continuos cuyo espacio cociente es un arco. v

Agradecimiento. El autor fue apoyado parcialmente por DGAPA, UNAM. El autor
agradece a The University of Birmingham por el apoyo recibido durante la preparacion

Vol. 33, No. 1, 2015]



38

S. Macias

del presente articulo. El autor le agradece la cuidadosa lectura hecha por los arbitros.
También agradece al profesor Javier Camargo sus valiosos comentarios hechos.

Referencias
[1] Davis H.S. “A note on connectedness im kleinen”, Proc. Amer. Math. Soc. 19 (1968),
1237-1241.
[2] Eberhart C. and Nadler S.B. Jr., “Irreducible Whitney levels”, Houston J. Math. 6 (1980),
no. 3, 355-363.

[3] Fernandez L. and Macias S., “The set functions 7" and K and irreducible continua”, Collog.
Math. 121 (2010), no. 1, 79-91.

[4] Fitzgerald R.W., “Connected sets with a finite disconnection property”, in Studies in
Topology. Academic Press, (1975), 139-173.

[5] Grace E.E., “Monotone decompositions of O-continua”, Trans. Amer. Math. Soc. 275
(1983), no. 1, 287-295.

[6] Grace E.E. and Vought E.J., “Monotone decompositions of 6,-continua”, Trans. Amer.
Math. Soc. 263 (1981), no. 1, 261-270.

[7] Grace E.E. and Vought E.J., “Quasimonotone mappings on 8,-continua”, Topology Appl.
17 (1984), no. 1, 55-62.

[8] Grace E.E. and Vought E.J., “Refinable maps and 6,,-continua”, Proc. Amer. Math. Soc.
106 (1989), no. 1, 231-239.

[9] Heath J., “On n-ods”, Houston J. Math. 9 (1983), no. 4, 477-487.

[10] Macias S., Topics on continua, Pure and Applied Mathematics Series, Chapman &
Hall/CRC, Taylor & Francis Group, Boca Raton, London, New York, Singapore, 275
(2005).

[11] Macias S., “Un Breve Panorama de los Hiperespacios de Continuos”, Rev. Integr. Temas
Mat. 23 (2005), no. 2, 1-13.

[12] Macias S., “A decomposition theorem for a class of continua for which the set function 7°
is continuous”, Collog. Math. 109 (2007), no. 1, 163-170.

[13] Macias S., “On continuously irreducible continua”, Topology Appl. 156 (2009), no. 14,
2357-2363.

[14] Macias S., “On continuously type A’ f-continua”, manuscrito.

[15] Macias S. and Nadler S.B. Jr., “Z-sets in hyperspaces”, Questions Answers Gen. Topology.
19 (2001), no. 2, 227-241.

[16] Mackowiak T., “Continuous mappings on continua”, Dissertationes Math. (Rozprawy
Mat.) 158 (1979), 1-95.

[17] Mackowiak T., “Singular arc-like continua”, Dissertationes Math. (Rozprawy Mat.) 257

(1986), 1-35.

[Revista Integracion



Sobre los continuos tipo 0 y 0, 39

[18] Mohler L. and Oversteegen L.G., “On the structure of tranches in continuously irreducible
continua”, Collog. Math. 54 (1987), no. 1, 23-28.

[19] Nadler S.B. Jr., Hyperspaces of sets: A text with research questions, Monographs and
Textbooks in Pure and Applied Math., Vol. 49, Marcel Dekker, New York, Basel, 1978.
Reprinted in: Aportaciones Matematicas de la Sociedad Mateméatica Mexicana, Serie Tex-
tos # 33, 2006.

[20] Thomas E.S. Jr., “Monotone decompositons of irreducible continua”, Rozprawy Mat. 50
(1966), 1-74.

[21] Vought E.J., “Monotone decompositions of continua not separated by any subcontinua’,
Trans. Amer. Math. Soc. 192 (1974), 67-78.

[22] Vought E.J., “Monotone decompositions of continua”, in General Topology and Modern
Analysis (ed. L. F. McAuley y M. M. Rao), Academic Press (1981), 105-113.

[23] Ward L.E., “Extending Whitney maps”, Pacific J. Math. 93 (1981), no. 2, 465-469.

Vol. 33, No. 1, 2015]



